
22-1 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

 

Σηελ ελόηεηα απηή ζα κειεηεζνύλ ηα εμήο επηκέξνπο ζέκαηα: 
 

Ελάτιζηα Γεννηηορικά Δένδρα (ΕΓΔ) – Minimum Spanning Trees 

Ο αλγόριθμος ηοσ Prim για εύρεζη ΕΓΔ ζε γράθοσς 

 

∆ηδάζθωλ: ∆εµήηξεο Εεϊλαιηπνύξ 
 

Γηάιεμε 22: Διάρηζηα Γελλεηνξηθά Γέλδξα 

Αιγόξηζκνο Prim 
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22-2 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Διάρηζηα Γελλεηνξηθά Γέλδξα  (ΔΓΓ)  

 Το πρόβλημα 

• Υπνζέζηε όηη έρνπκε ην weighted γξάθν G(V,E), ν νπνίνο εθθξάδεη ηηο  ζπλδέζεηο ζε 

έλα δίθηπν (ην βάξνο θάζε αθκήο εθθξάδεη θάπνην θόζηνο – π.ρ. θαζπζηέξεζε 

κεηάδνζεο). 

• Δπίζεο ππνζέζηε όηη ζέινπκε λα ζηείινπκε από έλα θόκβν (server) έλα video stream 

ζηηο ππόινηπεο ηεξκαηηθέο θνξπθέο ηνπ γξάθνπ. 

• Έλαο ηξόπνο ζα ήηαλ λα ζηείινπκε έλα video stream αλά θνξπθή παξαιήπηε (unicast) 

• …Όκωο απηό ζα ήηαλ πνιύ αθξηβό. 

• Ηδαληθά ζα ζέιακε λα θηηάμνπκε έλα κνλνπάηη (δέλδξν) πξνο όινπο ηνπο ηεξκαηηθνύο 

θόκβνπο έηζη ώζηε ην ζπλνιηθό άζξνηζκα ηωλ αθκώλ λα είλαη ειάρηζην.  

• Έλα ηέηνην δέλδξν ζα καο επέηξεπε λα ζηείινπκε ηελ ηαηλία πξνο όινπο κε ην 

ειάρηζην θόζηνο. Σήκεξα ζα κειεηήζνπκε ηέηνηα Διάρηζην Γελλεηνξηθά Γέλδξα 
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22-3 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Διάρηζηα Γελλεηνξηθά Γέλδξα  (ΔΓΓ) 

• Έζηω έλαο μη-καηεσθσνόμενος γξάθνο κε βάξε, G(V,E).   

• Γεννηηορικό δένδρο (spanning tree, ΓΓ) ηνπ G νλνκάδνπκε θάζε δένδρο 

T πνπ πεξηέρεη όινπο ηνπο θόκβνπο ηνπ G θαη θάζε αθκή ηνπ νπνίνπ είλαη 

θαη αθκή ηνπ G. 

• Σε έλα ΓΓ, όιεο νη θνξπθέο ‘καλύπηονηαι’, γη’ απηό ην δέλδξν νλνκάδεηαη 

θαη δέλδξν ζθειεηόο (spanning tree: the tree spans all the vertices) 
 

• Έλα γελλεηνξηθό δέλδξν γξάθνπ κε n θνξπθέο έρεη n-1 αθκέο. 

• Βάρος ενός ΓΓ είλαη ην άζξνηζκα ηωλ βαξώλ όιωλ ηωλ αθκώλ ηνπ 

δέλδξνπ. 

• Δλάτιζηο ΓΓ (ΔΓΓ)  είλαη ην ΓΓ κε ην κηθξόηεξν βάξνο. Έλαο γξάθνο 

δπλαηό λα έρεη πεξηζζόηεξα από έλα ΔΓΓ. (Δάλ ν γξάθνο δελ είρε βάξε 

ηόηε νπνηνλδήπνηε δέλδξν πνπ ελώλεη όιεο ηηο αθκέο ζα ήηαλ ΔΓΓ) 
 

• Τν πξόβιεκα εύξεζεο ελόο ΓΓ κπνξεί λα εθθξαζηεί θαη γηα 

θαηεπζπλόκελνπο γξάθνπο αιιά είλαη θάπωο δπζθνιόηεξε ε πινπνίεζε 
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22-4 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Παξαδείγκαηα Γελλεηνξηθώλ Γέλδξωλ 

Γράθος G    ΓΓ1 
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Καη’ ακρίβεια ασηό ηο 

δένδρο είναι ένα Δλάτιζηο 

ΓΓ (όπως θα δούμε ζηην 

ζσνέτεια) 

Υπάρτοσν άλλα; 
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22-5 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Ηδηόηεηεο ΔΓΓ 

• Υπνζέηνπκε ζηελ ζπλέρεηα όηη νη γξάθνη πνπ κειεηάκε είλαη 

ζσνεκηικοί (δειαδή ππάξρεη ηνπιάρηζην κηα δηαδξνκή 

κεηαμύ όιωλ ηωλ θνξπθώλ).  

 

• Γελ θάλεη λόεκα λα βξνύκε έλα ΔΓΓ ελόο κε-ζπλεθηηθνύ 

γξάθνπ…γηαηί ν νξηζκόο ηνπ ΔΓΓ πξνϋπνζέηεη όηη ην 

δέλδξν θαιύπηεη όιεο ηηο θνξπθέο. 

 

• Ζ εύξεζε  ΔΓΓ είλαη γλωζηό θαη βαζηά κειεηεκέλν 

πξόβιεκα ζηελ επεμεξγαζία γξάθωλ. Έρεη πνηθίιεο 

εθαξκνγέο. 
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22-6 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Ο αιγόξηζκόο ηνπ Prim 

• Αξρηθά ην δέλδξν πεξηέρεη αθξηβώο κία θνξπθή, ε νπνία επηιέγεηαη ηπραία.  
 

• Γηα λα θηίζνπκε ην δέλδξν, ζε θάζε βήκα ζπλδένπκε αθόκα κηα θνξπθή ζην 

παξόλ δέλδξν κε ηελ επηινγή θαη εηζαγωγή κηαο θαηλνύξηαο αθκήο (από ηηο 

αθκέο ηνπ γξάθνπ). 
 

• Πωο κπνξνύκε λα επηιέμνπκε ηελ θαηάιιειε αθκή; 
 

• Σηελ πεξίπηωζε απηνύ ηνπ αιγόξηζκνπ, αλ S είλαη ην σύνολο των κορσυών 

τοσ παρόντος δένδροσ, επηιέγνπκε 
   

1. Την ακμή με ηο μικρόηερο βάρος, 

2. Την ακμή η οποία μπορεί να μεγαλώζει ηο δένδρο καηά ένα κόμβο 

3. Την ακμή η οποία δεν θα δημιοσργήζει κάποιο κύκλο  

 

• Ο αιγόξηζκνο ηνπ Prim είλαη έλαο Άπληζηος Αλγόριθμος (Greedy 

Algorithm). Σε θάζε βήκα θάλεη ηελ θίλεζε πνπ ηθαλνπνηεί όιεο ηηο ζπλζήθεο 

θαη έρεη ην πην ιίγν θόζηνο. 
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22-7 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Παξάδεηγκα Δθηέιεζεο 
    Γράθος G     
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     Β Γ : 5, Δ : 1, Ε : 2  
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Ξεκινούμε διαλέγονηας ησταία μια κορσθή 
Κορσθή Κόζηος Μεηάβαζης ζηην γειηονική κορσθή 
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22-8 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Παξάδεηγκα Δθηέιεζεο (ζπλ.) 

4:       Β  Γ : 5, Ε : 2  

       Δ   Ε : 2  
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Ο Αρτικός Γράθος Δλάτιζηο Γεννηηορικό Γένδρο (ΔΓΓ) 
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22-9 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Υινπνίεζε Αιγόξηζκνπ Prim 

• Γηα λα πινπνηήζνπκε ηνλ αιγόξηζκν Prim ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

παξάιιεινπο πίλαθεο 

Α) visited[n] : Κνξπθέο από ηηο νπνίεο πεξάζακε. 

B) closest[n] : Ζ θνληηλόηεξε θνξπθή θάζε θόκβνπ ζην δέλδξν (κηα δεδνκέλε ζηηγκή) 

C) distance[n] : Ζ απόζηαζε ηνπ θάζε επί κέξνπο θόκβνπ ζην (Β) 
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22-10 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Υινπνίεζε Αιγόξηζκνπ Prim 

• Μέηα ηελ εηζαγωγή ηνπ Α ζην Γέλδξν 

 

 

 

 
 

 

• Μέηα ηελ εηζαγωγή ηνπ Β ζην Γέλδξν 
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22-11 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Υινπνίεζε Αιγόξηζκνπ Prim 

• Μέηα ηελ εηζαγωγή ηνπ Δ ζην Γέλδξν 

 

 

 

 
 

 

7 5 
A B 

Γ 

Δ 

Γ 

Ε 

9 

1 

1 
2 6 

2 

1 1 0 0 1 0 

A Β Γ Γ Δ Ε 

0 Α Β Δ Β Β 

 7 5 1 1 2 

visited: 

closest: 

distance: 

Γσο ηρόποι να πάμε 

ζηο Ε, διαηηρούμε 

ηον ένα. 

… 

http://images.google.com/imgres?imgurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/ucy_logo_clean.png&imgrefurl=http://www.mas.ucy.ac.cy/NEWMAS/images/&h=182&w=185&sz=41&tbnid=zwk0cIvSOnVJ3M:&tbnh=94&tbnw=96&hl=en&start=20&prev=/images%3Fq%3Ducy%2Blogo%26svnum%3D10%26hl%3Den%26lr%3D%26rls%3DGGLG,GGLG:2006-01,GGLG:en%26sa%3DN


22-12 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Ζ Υινπνίεζε ηνπ Αιγόξηζκνπ Prim 
Prim(graph G){ 

int visited[n]={}; // Κοπςθέρ πος πποζηέθηκαν ζηο δένδπο (Αρτικά όλα “0”) 

int closest[n]={}; // «Πιο Κονηινόρ Γείηοναρ» για κάθε i: Αρτικά κανένας 

int distance[n]=, // Απόζηαζη από «Κονηιν. Γείηονα» για κάθε i: Αρτικά άπειρο 

Tree = {};   // Το ΕΓΔ ποσ θέλοσμε να κτίσοσμε (περιέτει ακμές (α,β)) 

// επιλογή απσικήρ κοπςθήρ  

Διάλεξε ηςσαία κοπςθή v; 

visited[v] = 1;     // Τώρα ηο v ανήκει ζηο δένδρο 
 

 

 για κάθε κοπςθή v { 

    // ενημέπωζη πινάκων distance & closest 

    για κάθε w γείηονα ηοσ v { 

       if (weight(v,w) < distance[w]) { 

          distance[w] = weight(v,w); // απόζηαζη κονηινόηεπος 

          closest[w] = v; // ηαςηόηηηα κονηινόηεπος 

     } 

   } 

     // εύρεζη επόμενης κορσθής με μικρόηερη απόζηαζη) 

     v = minVertex(visited, distance);  

     visited[v]=1;                   // επιλογή κόμβοσ 

     Tree = Tree  {(closest[v],v)}; //προζθήκη ακμής 

 } 

} 
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weight(a,b) : βάρος ακμής a-b 
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22-13 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Ζ βνεζεηηθή ζπλάξηεζε minVertex 
• H βνεζεηηθή δηαδηθαζία minVertex βξίζθεη κεηαμύ όιωλ ηωλ θνξπθώλ πνπ 

δελ πξνζηέζεθαλ ζην MST (Minimum Spanning Tree) ηελ πην θνληηλή 

θνξπθή. Γειαδή: 

 
 vertex minVertex(int visited[], int distance[]){ 

    min = ; 

  for (i=0; i<|V|; i++) { 

  if (visited[i] == 1) continue; // skip nodes already in MST 

  if (distance[i] < distance[min]) min = i; 

 } 

  return min; // Return the minimum among all distances 

} 

 

 

1 1 0 0 0 0 

A Β Γ Γ Δ Ε 

0 Α Β A Β B 

 7 5 9 1 2 

visited: 

closest: 

distance: 

Δπόμενη Δπιλογή 
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22-14 ΕΠΛ 035 – Δομές Δεδομένων και Αλγόριθμοι για Ηλ. Μηχ. και Μηχ. Υπολ. 

Αλάιπζε Φξόλνπ Δθηέιεζεο  

• Ζ δηαδηθαζία minVertex απαηηεί ρξόλν Ο(|V|), όπνπ |V| είλαη ν αξηζκόο ηωλ 
θνξπθώλ ηνπ γξάθνπ. 
 

• Ο ρξόλνο εθηέιεζεο ηνπ βξόρνπ ηεο εληνιήο while ζηνλ αιγόξηζκν Prim 
είλαη θαη απηόο  Ο(|V|). (Καη γηα πινπνίεζε κε πίλαθα γεηηλίαζεο θαη γηα 
πινπνίεζε κε ιίζηα γεηηλίαζεο.)  
 

• Άρα ο ολικός τρόνος εκηέλεζης είναι Θ(|V|²). 

 
 

• Μπνξνύκε λα βειηηώζνπκε ηνλ αιγόξηζκν;  

 

• Ναη κε ηελ ρξήζε ζωξώλ (κηα εηδηθή κνξθή δπαδηθνύ δέλδξνπ) 

 

• Με ηελ ρξήζε ζωξώλ ν αιγόξηζκνο κπνξεί λα πινπνηεζεί ζε Ο(|Δ|log |E|), 
όπνπ E νη αθκέο ηνπ γξάθνπ. 

 

• Ωζηόζν δελ ζα κειεηήζνπκε απηή ηελ πινπνίεζε  
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